Surjectivité de I’exponentielle

Théoreme

Soit f : U — R"™ de classe C*. Soit a € U.

On suppose df,, inversible.

Alors il existe des voisinages V et W de a et f(a) respectivement tels que

o fly: V — W est bijective

o g=(f|v) " estdeclasse C' etV € V, dgfuy = (dfs) ™"

DEMONSTRATION
Quitte & considérer la fonction = — (df,) " [f(a + =) — f(a)], on peut supposer
sans perte de généralités que a = 0, f(a) = 0 et df, = Id

Comme f est de classe C, il existe 7 > 0 tel que B (0,7) C U et

Vo € B(0,r), —dfy| < %
Pour tout = € B (0, ), df, = 1d — 1, avec [[us || = H]dfx 1 < -
Cela implique que df,. est inversible, d’inverse (df, )~ Z U,

De plus

)| < i Jull*

Soity € B (0,%).
B(0,r) — R"

. oyt a— () de classe C* sur B (0, 7).

On pose h)

Alors
Vo € B(0,r), [|dr|| = [J1d - df.|| <

l\DI»—t
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Par inégalité des accroissements finis et par passage a la limite,
1
Va2’ € B(0,r), A (z) — h¥ (2| < 5 o — 2| .

En particulier,

W (z) = hD(0)|| = ||z — f(2)] < HxH

\V/I'EE(O,T), T

Donc

izl H

VxEIB% 0,7)

AR @ <yl + o= @) <yl + 5
On a montré que ) est & valeurs dans B (0,7) C B (0,7) complet.

D’apreés le théoréme du point fixe sur un espace complet, 2%) a un unique point
fixe z € B (0,r) qui vérifie la relation :

r=y+z— f(z) e flz)=y.

De plus, comme h) est a valeurs dans B (0, 7), x = h¥)(z) € B (0, 7).
On a montré que Vy € B (0,%), lz € B(0,7), f(z) =v.

Onnote V = 71 (B(0,%)) NB(0,r) ouvert de U et W = B (0,%) ouvert
de R".
D’apres précédemment,

flv: V — W est bijective.

Onnote g : W — V Dapplication réciproque et h = h(¥) : 2 — x — f(z).
On a alors
Ve e B(0,7), x = h(z) + f(x).

Va,2' € B(0,7), | < |n(z) = h(@) | + [ f(2) = f(2)]

< Lo — 2 + @) - 5]
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soit
vz, € B(0,r), |z —2| <2|f(z) - f(=)].
On en déduit que

Vo, 2’ € W,

l9(z) — g(=')]| < 2]z —2'|.

On conclut que g est 2-lipschitzienne, donc continue.

Soity € W. Soitw € Wtelquey +w € W.
Il existe x € V etv € V tels que

y=f(z)ety+w= f(xr+wv).

On calcule
Ay(w) = g(y +w) — g(y) — (dfz) " [w]
—z4v—x—(df,)"" [f(z+v) — f(x)]
— —(df) " [f(z +v) = fx) — dfu[v]]
D’ou

Il dfe) M - [ £ (@ + o) = fla) = dfa[o]]
2 HUH £ (v)

2 |lg(y +w) — g)| =(g(y + w) — g(v))
4 |w] exlg(y +w) — g(v)).

|4, (w)]

NN NN

avec lin% e:(g(y + w) — g(y)) = 0 par continuité de g.
w—

Donc g est différentiable en y = f(z) € B (0,7) et dgs() = (dfs) "
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